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I. 1 Differential and
Differentiations regeln
f- :[a , b)→IR
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Infinitesimal stigma
I. 1.1 Definition
Sei f- : R→ R wobei

Rein offenes Interval
der Form ] a , b [ ist

f- heist an der Stelle
no c- Ja , b [ differengieebm
falls den folgarden



Cgrengwut enish.at
him f- (a) - flag
k→x◦#
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noh.at und heisst
die AbbitunagflasDifferential"
Von f- an der Stelle %



iig Analog heist f- =/fi -f.)

f- in→Pi
an der Stelle no differing iab.
falls jede der

Komponentfunktionen
fi i -_ " " m an der Stelle

no diffaenziubar ist
and

f-
'

1%1 = (f-Had, find . - find



f heist auf R diff.

falls f- an jedn
Stelle

no C- R differengie.ba ist.

I. 1.2 Beispiele and

gegen beispiele
is f- (a) =ma+ b

find =¥.?¥?→=m
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Intuition sagt
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] end
= ¥0T = Exposed
Aba Vorsicht

Man hat bewiesen



m

lim lim €; k÷gk
n→• a→ no# µ•

= [ seok
k = ◦ KT

Aber man mickle gem
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him E⇒¥IE¥ 1✗→ no

= Exp ( %)
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dinfen win Sagen
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N -%

Insbesoncdere fin
F- xp (a) p = + ✗
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lim lim ⇐ %, ??÷◦
a→ no n→ a

= lim lim [:* ::÷
= F- xp (%)

d-d.gg F- xp (a) ( nd = F-xp Geo)
K F- xp ( iz)

= É "%!
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→ no

= [ ikk-i.at
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k = I
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k
linn i Éj i¥f = i F- xp(ios)
n→x



dyne xp / in ) trot .

=
i F- xp ( iz ) /

Das ist ok

e-
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Cosx:=EE×p
Exp
= §
link = ( in )

k

= 1- in)k

ExpÑ = §
.
t¥?

= Exp 1- in )



Cos a = E✗P¥EÉf
Z = a + i b

Z¥E = a = Re (z )

Zz_ = b = Im 12-7

Sinn = E×P._Exptin)
C- IR
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Man beweist

Sinn = § c- 1)
P z2P-11

p=o 12711 !

Cosa = Re F- xp ( in)

c•÷%
=Be / F×%¥pi%y



lim -
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= - b

2- =a+ib
= - Imlz)



d- Cosa tu
da

= - Im ( F-xp lino))
=
- Sinko

Cos!r_-Sin
in einer

"ahnlichen Weise

hat man

Simon = Cosa



I. 1.3 Bemukung
f- an der Stelle nodiffaengiabai
⇒ f- " "

" stetig

warm ?

Mino Kage f- (4)→fad
?

E-mm.tk?k!I-- find

⇒ k;n•f%%¥? -11%1



latino) fKn)-f
Nk - No

↓ I
0

find

him lnñnfcnnl -81%)

k→x ¥
= 0

line fkn) - flno)=o
k→x
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stetig # Diff anda
an du Stelle Stelle no
No

for)= / at an du

Stelle o

I. 1.4 Eigensdnaften
desDifferentials

Satz Seienf ,gR→R
beide an der Stelle no diff



Dann ist

e) fig an der Stelle no

diff . und es gilt
( f- + g)

'

1%1=81%1+84%1
ii) egg -

- - - -
- no

diff .

. _ _
_

( f- g)
'

1%1=14%181%1
+ find 84%1



iii Falls glad -1-0
damn ist f- ander

Ty
Stelle no diffaenziaban
und es gilt

tm=ᵗ;¥""
Bemakung

gander
Stelle no diff

⇒ g
" " no stetig



Da g (a) to

78 so does In - not < 5

gilt goal -1-0

( or fine = l%"ˢ )
Dann wind fg,÷,
auf diesa

Stucke

Wohl definient

Berra's → I bung



I. 1.5 Satz /keltenregel)
Sei f- : a→ IR an du

Stelle no diffaenziabar

g : IR→ IR an du Stelle

f- Can differenziabar
Dann ist go f- an der
Stelle no differenziabar
und es gilt



( g. f)
'

1%1=8%-1%1181%1
Beweis Seize mit

flat find

s¥??!

=%;÷;÷÷¥
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f-
'

no)
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Narum nk→ No

YEFIM) YEAH

s¥÷%÷¥="¥¥



Biao ⇒ f- 1%1→ find
k-sa

k -sa

him Yk = Yo
b.→ a

g( g) - glY◦)him
- = glad

y→y◦ y - Yo

k → •

& / %) - fly.)
⇒ him
¥

= 84%1
win hate bewiesen class

tnk→ no

=
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am H&j¥?f;ˢ=&¥
n→ No

timmsn.tk?-n?I=f'%)
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VI. 6 Beispiel

dya[E×p(ñ+n)]C%)
= Exp 1%2-1%1 (2%+1)

I. 2 Der Miltdwatsatz
und Folgenmgen
I. 2.1 Satz Seim

- ✗ < as b. < + a



Sei f- :[a , b)→ R stetig
und auf ] a , b. [ angela
Stelle diffaenyiaban

3- CE] a,b[ mit

f%¥ˢ=f%i
Cb
,Lib))

=B



Beweis vom Miltdwahsatg
win betrack ten guest
den Fall

f- (a) = f (b)
= o

⇒ s? = ◦

Forage 7 c e) a , b [
mit f'l



Etc
inf{fM;ac- [a ,b]}
# f- (E)
II.7 ( f- istauf [a. b) skhg)



Sup {fin) ; a c- [a,b] }

= f- (ñ)
Entweda f (E) { 0
order fcñ) > ◦

Son'st ist die Funkhim

fñbaall off⇒⇒8424--0
ten c-Ja,b[)



f- lñ)> ◦

ten c- [ a , b) gilt

foil ≥ f- (a)

É?{≥◦⇒ñto a≤ñ

damn muss f' (E) = 0



⇒ Satz
Da Fall flat --f(b) =o
wind geloust
Allgemeine
girl :=fm

- feat -81¥:'(a-a)

g(a) = o

g (b)
=o

Gist auf
[a,b]

steig



gist and auf ] a,b[
liberal diffenenyiab.ae
Dankt du ErsteTeil
des Beweises

3- c mi t g
'

(c) = ◦

g' (a) = 8'm - 8111¥
d. h . a- gta) = 814 - F%¥a4

☐



Donnerstag den / 7- ten November

Zusammenfassung
von gesture

€ DIFFERENTIALRECHNUNG AUF IR

I. 1 Differential and Differentiationsregdn
I. 1.1 Definition
I. 1.2 Beispiele und Cgégenbeispiel

e) ftk) = maths fin)=m

ii f(a) =
Kk •der allgemeine

for)= [ ahahk = 0

f4n)=[akkak_
k= 1

iii gegenbeispiel f(a) = IN
an der Stelle 0



iD Exp (a) =
◦ ¥.

d-d.ge/ExpCn))Cno)--Exptro)

D) Exp / in) = & link
k=o KT

d-d.ge/Expfin))lno)--iExplixo)Vi)Cosz=Explin)+zEx-P)
and
Sinn = ExÉH

Cosa --Re[F-xp ( in)
Sinn = Tm [Exp ( in)]



dd-nf.com]a.) = - Sina.

[Sink] (a) = Cosmo
VII Satz
fan du Stelle % differenyiabm
⇒ of an der Stelle no stetig

Die Regipnok ist nicht wake

V.TL#EigenschaftendesDifferentials
f
,
g i r→R beide an der

Stelle no differinginbar

Daran



i) f- +g islandersteller
diffeenyiaban und es gilt

(ftg) 4%1=81%1+84%1
ii fg " " %

✗ "
"

f-gjkot-ftxdgkd-fkdgta.TW
iii, glad =/ 0 damn

£g ist an der Stelle no
differenziubar und es gilt



ff_gYKo1iFM8fghfqgij@V.1.I
Satz ( keltenugd)

fir→ IRandastelknc-srdiffag.IR→
IR andasklkftno) diff

damn ist goof " " no diff
und es gilt

lgofjcnd-gf.fm/LfaIV.T.6-Beispield-dn&=xpfri-a)(a) = Explained (2%+1)



I.2 Der Miltelwatsatz
und Folgenungen
I. 2.1 Satyr - ✗ (alba

Seif :[a,b]→R stetig
and auf ]a,b[ angela Stelle

differenziabar damn

Fee ]a,b[ mit

f'(c) = 8%1--114



to
B--fgflbj
,

b
A -19 f-Cali
I. 2.2 Korollar

f- auf [a , b] iotetig
und auf]qb[

liberal differenyiabm
i) Falls f

'
:O f-

(thee ] a,b[ fin)=o)

⇒ fist konstant



ii, Falls f
'

≥ ◦ (Haifa,b[
fins≥◦ )

Dann ist f- Monotone wacksend

iii) Falls f
'

> ◦ (tree ]a,b[
fin > ° )

Dann ist f- stnengmonotonwachsend

8%1711--8%1 > ◦
wobei

se
,> no

c. E) 71%1⇒sm>gc
I. 2.3 Anvvendung
Sei f- auf R iuberalldifferenziaba



omit

thee IR fkn) = If (a) 1*1

wobei he IR

Damn 3- ≤ c- Rmit

f- (a) =
cébe

Beweis

their é"ⁿf'n)=léʰf
edgeesepn = enpa

%#-) = -
t



keltenregel ⇒

[ enpttn)]=
- tenpf.be)

e-
""

f'(a) - té "ⁿfk)=o-

e-
""

fkn)+ddz[e-b) flat -0

"

[e-
""

for]

korollae ⇒ e-
""

for)=c



e'
"
e-
""

fin)=céa
-

=\

Additionstheorem

I. 2.4 Satz (Bernoulli de / Hospital
Seien f- 1g :[

a ,b]→R stetig
und auf ]a,b[

uibaall

differenzierbar so class

4 f- (a)=gca)=o
iitzee]a,b[ g' (a) -1-0

iii him 1%1 = A

a-> at g
'

(a)



Dann ist gon) -40 kn>
a

und es gilt
him flat
a-sat ☒

= A

Beweis von Satz
i wanum gilt gcn) -40 ?

Da grand
•gca) - gca)

agent Ja
= g{ c) ≠o

3- ce ] a ,n[t¥¥
⇒ gon)≠o



ii

¥±
h(a) : = fg¥g gin) - fk)-

-

Bobachtung
h(a) = o

h (s) = o

h ist auf [a , s] stetig
ist auch auf ] a,s[

ñbaall diff .



Miltdwatsaty ⇒

Fcs c- Ja, s [ mit

L' (G) = ◦

a) = tg¥, gin) - fix)

¥i%
¥1s



lim Cs = a
8-> a

⇒ him L = A
s→ at gts)

⇒ lien for)
s→a+ ☒

= A

☐

I. 2.5 Anwendungen

c) for) = Sink

gca) = k

him Sinn = Sino = 0
2-so



Lim a = 0
✗→ 0

Was passiat mit dem

quotient
sink

wenn

Te

n gegen ◦ konvagiut ?
Sinn → o

a-→ ◦

Sin're = Cosa

n
'

=
1

Cos 0 = I

Cosk

linen-so-is.TT?--nli?o+T=1



Bernoulli de L' Hospital

⇒ l÷;◦%
ii foe)=i - Cosa

↑

gon)=
22

flo)=0 g( 07=0

Forage ]-?lim 1-20-7
k→o+

f'(a) = Sink
g'(a) = 22



8thli
n -70-1 ⇒ =L

¥ . É%÷Eⁿ={
Bernoulli

del
-Hospital

I. 2.6 Der Umkehnsaty

Seif : ]a,b[→
R diff .

mit fix) > 0 auf ]a,b[

Seien

- ✗ ≤c=inf{for);a←]qb[}



{ D= sup { fla) in c-Taib [}
≤ + •

Dann ist f :] a,b[→]gd[

bigektiv and die Umkehrfunkhion

f-
'

:] c , d [→ ] a,b[

ist ibaall auf Jc,d[ diff
.

und es gilt Hye ]gd[

&Yñ=¥



V-2 C- ] a , b [ gilt&Y(fH)=ʰ
Beweis vom Umkehrsaty
Korollar I. 2.2 ⇒

f- ist strong monotone wachsend

f-
'
eseish.at auf ] a,b[

liberal

⇒ fist an geda Stelle

auf Ja, b [ stehig

Kapital# ⇒ fist von ] a,b[
nach Jo , d [ bijektiv und die



Umkehnfunktion f-
'

]gd[→Jail

ist auch stetig
( Satz# 3. 5)

Sei y◦E]gd[ Sei Noe]qb[

mit y◦=f(%)

Forage existent es einen gnenywat
fin f-

'

(y) - f-
'

(%)
To

wenn y→ yo konuagiat ?



Sei . g. he ]c ,
d [ mit

lim
k-sa Lk

= To

Forage
tim t¥¥⇔
k-sa

? E- f-
'

(%)

Seien Nk so dass

f- Cnn) = Yk

f-
'
ist an der Stelle y

.
stetig



⇒ fi;•f%n)=f-4%1
Tx :

d. b- lying
@

an = "

f-
'

Csn) - 8TH a- %
- =ÑYa - Yo

Hypothese ⇒

k•t%"[%é⇔.



⇒ him
↳ • Ñ:ñ÷%iÉ%

"

him f-
"

(Yn) - f-
'

(Yo)

b.→ a¥

das gilt fin eine beliebig
Auswahl von Yi Yo

⇒ eimt-Y.fi?Iy-syo=F--osd)
☐



I. 2.7 Beispiele

c) Expx IR→ (0/0)

Logy#xp)
- '

( y )

Log :(go )→Rsktig

Exp
/
Cal = Export > 0

§ Logistubaall
differengiaban

Umkelnsatg
Log'y=÷p(↳gy)=ʰy



dd-yc.gs]=1y
ii f- ni→kʰ KEN

R+→R+

kapitd# ftp.kak-1
> 0

f-
'

(g)=
ist stetig Cool→ [got

Umkehrsabg ⇒ f-
'
ist

auf ]qo[ diffaenyiabm



und es gilt

% [in]
=L
k G-%))
"

= 1k 1*-1
= : ÉÉ=iiÉ
I. 3 die trigonomekische

Funktionen



Einuseits

Cos 4 = [ G)
P gap

- p=o Fi !
✗

Sing = [ c-if q2P
"

!
p=o

Cosy + i sing = Expfi 4)
^Anderseits

Linge

a

F- inheitskneis
11

{2- =wig mit
12-12=1 }



I. 3.1 Satz (Euler)

the c- IR gilt
cosy = cos q

Sing = sing
Beweis vom saty-T.rs . I

Zuast Ich behanpte

/ Cosy + i Since / = I

Beweis der Behauptung

Exp / ice) =Cosy+ i sing



/ Exp / ice) /
2

( 142--2-2--1
=E×p(ice)Expiq

=Exp( ice) Expfio)

§ Exp / if - if)=ExpH
Additionstheorem =§?iᵈ.

-11

= I

/ Expliq) /2=1 ⇒ Behanphg



fd_dqExplic@n.fi F-
xp / ice) /

=/ it / Expiq / = I

0¥
4↳ Explicp)



Die Kune 4 F-xp ( ice)

diuchlauft den Einheitskneis
Mit geschwindigkeit I

⇒ nach der Zeit 4

haben wir eine Linge
4 abgedeckt

Exp ( iq )

cosy
!!
sing Ñge=p

☐




